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В данной работе предложен принципиально новый подход нахождения спра-
ведливой цены опциона европейского типа при условии дискретности хеджи-
рования на эффективном рынке базового актива. Развитый подход позволяет 
определить стоимость опциона для достаточно широкого класса распределе-
ний цены базового актива, не ограничиваясь гипотезой о том, что распределе-
ние цен базового актива подчиняется логнормальному закону. Анализ полу-
ченных результатов позволил утверждать, что существуют такие состояния 
рынка, при которых осуществить хеджирование не предоставляется возмож-
ным. Данный эффект не находится в противоречии с теорией Блэка-Шоулза, 
т.к. конфигурация областей «нехеджируемости» вырождается в пустое множе-
ство при достаточно большом количестве актов хеджирования и достаточно 
малом промежутке времени между актами хеджирования. 

 
Введение 
Начиная с 70-х годов прошлого столетия, на 

фондовых рынках наблюдается устойчивый рост 
объема торгов производными финансовыми ин-
струментами, именуемыми также финансовыми 
деривативами, направленными в частности на то, 
чтобы сделать портфель инвестора более прогно-
зируемым и менее подверженным риску. Одним 
из наиболее простых производных финансовых 
инструментов является опцион (vanilla option). 
Напомним, что опцион представляет собой право 
на покупку (call - опцион) или продажу (put-
опцион) установленного количества единиц ба-
зового актива (акций, ценных бумаг, финансовых 
инструментов, других опционов и т.д.) по зара-
нее оговоренной цене и в течение заранее огово-
ренного срока. После изобретения такого вида 
финансового дериватива (конец 19 века) ключе-
вой стала проблема установления справедливой 
цены данной ценной бумаги.  

Около 30 лет назад американские ученые 
Блэк и Шоулз представили свою модель ценооб-
разования опционов европейского типа [1] (см. 
также [2, 3]) и получили формулу, устанавли-
вающую цену опциона на основе цены базового 
актива. Модель Блэка-Шоулза, в частности, ба-
зировалась на положениях: 1) предполагалось, 
что рынок, на котором торгуются опционы, явля-
ется эффективным рынком; 2) цена базового ак-
тива в каждый момент времени представляет со-
бой случайную величину с логнормальной функ-
цией распределения; 3) инвестор в любой мо-
мент времени и как угодно часто может изменять 
структуру своего портфеля, состоящего из оп-
циона и базового актива, так, чтобы следовать 
стратегии страхования, т.е. минимизации дис-

персии портфеля; 4) инвестор имеет возмож-
ность положить свои активы под безрисковый 
процент. 

Современные исследования показывают 
(см., например [4]), что, по крайней мере, утвер-
ждения пунктов 2) и 3) являются достаточно 
грубым приближением реальности, формула 
Блэка-Шоулза не всегда достаточно точна и тре-
бует поправки (см. также [5, 6]). Именно про-
блеме уточнения, приближения к реальности 
теории Блэка-Шоулза посвящены работы иссле-
дователей в этой области, начиная с середины 
80-х годов 20-го века (см., например, [7, 8]).  

В настоящей работе представлен подход, по-
зволяющий установить цену опциона европей-
ского типа при условии дискретности хеджиро-
вания, т.е. конечности промежутков времени, 
через которые инвестор может изменить струк-
туру своего портфеля, следуя концепции страхо-
вания, направленной на увеличение прогнози-
руемости стоимости портфеля из опциона и ба-
зового актива. Следует отметить, что в отличие 
от модели дискретного хеджирования, представ-
ленной в работе [5] (напомним, что в [5] вывод 
уравнения, описывающего цену опциона с уче-
том эффектов от дискретного хеджирования, су-
щественно основывается на предположении о 
незначительности вклада, обусловленного дис-
кретным хеджированием, в цену опциона), в 
данной работе получено выражение для цены 
опциона в общем случае, без дополнительных 
предположений о величине вклада в цену опцио-
на от дискретного хеджирования.  

Основные положения модели 
В рассматриваемой модели будем предпола-

гать, что цена базового актива на рынке пред-
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ставлена марковским (см. [9]) случайным про-
цессом в непрерывном времени 

0
}{ tt

рын
tS ≥ , каж-

дое сечение которого рын
tS представляет собою 

случайную величину, имеющую смысл цены ба-
зового актива в момент времени t. Нашей зада-
чей является определение справедливой цены 
опциона европейского типа, т.е. такой цены, при 
которой стоимость портфеля «в среднем» растет 
как безрисковый актив. 

Мы будем предполагать, что инвестор со-
вершает акты хеджирования через конечный 
промежуток времени τ . Следовательно, инве-
стор будет проводить акты хеджирования в мо-
менты времени τkTtk −= , где T - время ис-
полнения опциона (maturity); k = 0, 1, 2,…, n; tn - 
начальное время. Как видно, мы будем строить 
нашу модель в обратном времени. Такой выбор 
обусловлен лишь стремлением придать более 
простой вид математическим формулам, встре-
чающимся в дальнейшем изложении.  

Для инвестора динамика рыночных цен на 
базовый актив представляется последовательно-
стью случайных величин 

0
}{ kkkS ≥ , 

рын
kT

рын
tk SSS
k τ−== . Наряду со случайными вели-

чинами kS , мы будем рассматривать вспомога-
тельные случайные величины  

kξ : kξ = 








+1

ln
k

k

S
S

 ,   т.е. 1+= kk SeS kξ , (1) 

где keξ
 имеет смысл дисконтирующего фак-

тора для базового актива. Заметим, что т.к. про-
цесс Sk – марковский, то величины ξk и Sk+1 неза-
висимы. Будем считать, что существуют матема-
тические ожидания от случайной величины kpe ξ⋅ , 
при ]3,3[−∈∀p , т.е.  

∞<⋅ ][ kpeE ξ , при ]3,3[−∈∀p ,  (2) 
где под E[A] мы будем понимать математи-

ческое ожидание величины A. 
Следуя [1-3, 5], мы полагаем, что портфель 

инвестора состоит из опциона и акций в количе-
стве k∆ , которое определяется из условия наи-
большей прогнозируемости портфеля. Тогда 
ценность портфеля kΠ  в момент времени ktt =  
определяется следующим выражением:  

ssVs kkk ⋅∆−=Π )()( ,    (3) 
где s – цена базового актива, установившаяся 

в момент времени t.  
Зададимся вопросом: какова будет стои-

мость портфеля к последующим торгам при ус-
ловии, что изменить структуру портфеля не 
представилось возможным, ввиду дискретности 

хеджирования? Если принять, что на  предыду-
щих торгах цена базового актива установилась 
на уровне sS k =+1 , то стоимость необновленно-
го портфеля задается следующей случайной ве-
личиной:   

kkk

k
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kkkk

kkkkkkk
ξξξ

ξ
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Кратко опишем основные положения пред-
лагаемого подхода. Так же, как и в [1] (см. также 
[5]), количество акций в портфеле 1+∆ k  опреде-
ляется таким образом, чтобы дисперсия случай-
ной величины kΠ~  достигала минимума. Данное 
условие позволяет выразить 1+∆ k  как некоторые 
конструкции от функций )(sVk . Тогда, отталки-
ваясь от уравнения страхования  

]~[ kE Π = 1+
⋅ Π⋅ k

rke τ    (5) 
(именно это уравнение выражает идею о 

«безрисковости в среднем»), мы получаем ре-
куррентное выражение для функций )(sVk . 
Здесь kr - безрисковая процентная ставка в мо-
мент времени tk. Зная вид функции  )(0 sV , мы 
последовательно находим выражения для цены 
опциона в предыдущие моменты времени )(sVk . 

Заметим, что все функции )(sVk  однозначно 
определяются заданием функции платежного 
обязательства (payoff) в момент исполнения оп-
циона (maturity), т.е. функции )(0 sV . Также 
можно показать, что справедливо следующее 
важное утверждение: если функция )(0 sV  не-
прерывна и для неё при некотором m имеет ме-
сто оценка mAssV ≤)(0 , то этими двумя свой-

ствами обладают и все функции )(sVk . Напом-
ним, что для call-опциона его цена в момент ис-
полнения обязательств определяется выражени-
ем ]0,max[)(0 EssV −=  (см. [1,5]). Таким обра-
зом, учитывая ограничение 

1]0,max[ −⋅
≤− m

m

Em
sEs , которое является вер-

ным при любом 1≥m , мы можем сказать, что 
)(sVk  непрерывны и для них справедливо огра-

ничение m
kk smAsV ⋅≤ )()( , при некоторых 

числах )(mAk . 
Легко показать, что существуют такие числа 

kW , при которых верно неравенство 

kk WssV ≤−)( . Это неравенство характеризует 
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асимптотические свойства функций )(sVk  при 

∞→s , т.е. 1
)(

≈
s
sVk   при 1>>s . 

Далее перейдем от выявления общих свойств 
функций )(sVk  к построению конкретного вы-
ражения, определяющего значение цены опциона 
европейского типа на основе цены базового ак-
тива. Можно показать, что уравнение страхова-
ния (5) эквивалентно следующему интегрально-
му уравнению: 

)()()( 1
1

sVdxxfseV kk
x

R
k +=∫ ,  (6) 

где 
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−−
= −

−
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, 

)(xuk - плотность распределения вероятности 
случайной величины kξ , 

][],[ kk eDdeEm kk
ξξ == , D[A] - дисперсия ве-

личины А. 
Следующим шагом перейдем от уравнения 

(6) к ассоциированному с ним уравнению, полу-
чаемому посредством применения преобразова-
ния Меллина к обеим частям уравнения (6).  На-
помним, что преобразованием Меллина (см. [10]) 
функции )(xh  называется выражение   

∫
∞

−=
0

1 )()( dxxhxpH p ,   (7) 

если оно существует. Далее введем следую-
щие обозначения для прямого и обратного пре-
образований Меллина: )]([)( xhMelpH =  и 

)]([)( 1 pHMelxh −=  соответственно. Областью 
определения функции )( pH  является множест-
во таких комплексных значений p , при которых 
указанный интеграл сходится. 

Опираясь на приведенные выше свойства 
функций )(sVk  можно показать, что )(sVk  пре-
образуемы по Меллину, т.е. существуют инте-
гралы )( pFk  при 1Re2 −<<− p  (что является 
естественной областью определения )( pFk ).  
Заметим также, что из условия  (2) следует, что 
существуют преобразования Меллина для функ-
ций )(ln yf k  при 2Re2 ≤≤− p . Обозначим  

)](ln[)( xfMelpU kk = .    (8) 
Принимая все вышеизложенное во внимание 

и, учитывая свойства преобразования Меллина, 
мы можем утверждать, что:   

)()()(1 pFpUpF kkk ⋅−=+   (9) 

Следовательно, нам удалось свести решение 
исходной задачи к решению простейшего разно-
стного уравнения. Очевидно, что его решение 
задается следующей формулой:  

∏
−

=

−⋅=
1

0
0 )()()(

k

m
mk pUpFpF    (10) 

Таки образом, нами найдено общее выраже-
ние для изображений искомых функций. Для 
восстановления оригинала в рамках настоящей 
работы мы предлагаем использовать прямую 
формулу, связывающий изображение и оригинал 
посредством интегрирования по контуру Бром-
вича (см. [10]):  

∫
∞+

∞−

−− ==
ia

ia

p dpxpH
i

pHMelxh )(
2
1)]([)( 1

π
. (11) 

Тогда мы имеем:  

∫
∞⋅+

∞⋅−

− ⋅⋅=
ia

ia

p
kk dpspF

i
sV

0

0

)(
2
1)(
π

.   (12) 

Выражение (12) определяет стоимость оп-
циона в k-тый момент времени. 

Заключение 
В данной работе представлен метод нахож-

дения точного выражения для справедливой це-
ны опциона европейского типа при условии дис-
кретного хеджирования портфеля. Предлагаемый 
метод позволяет найти явное выражение для це-
ны опциона европейского типа, основываясь на 
установившемся значении цены базового актива 
и основных параметров рынка (в модели Блэка-
Шоулза это, например, волатильность, безриско-
вая процентная ставка и т.д.). Заметим, что рабо-
те не делается предположений о логнормальном 
поведении функции распределения базового ак-
тива. Алгоритм позволяет строить решения для 
весьма широкого класса распределений, что само 
по себе является ценным результатом.  

Отметим одну интересную особенность, 
возникающую при предположении о дискретно-
сти хеджирования. Как видно из анализа выра-
жения (6) наличие конечного интервала времени 
τ между актами хеджирования приводит к тому, 
что при определенных значениях параметров 
рынка (например, это может иметь место, когда 
mk > τkre ), осуществить акт хеджирования,  т.е. 
придерживаться стратегии, что портфель должен 
в среднем расти как безрисковый, не представит-
ся возможным. Заметим, что наличие такого, на 
первый взгляд парадоксального, результата не 
находится в противоречии с теорией Блэка-
Шоулза, так как конфигурация областей «нехед-
жируемости» вырождается в пустое множество 
при стремлении τ к нулю. 
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Option price with effect of hedging at discrete times 
 

Yakovlev D.E., Zhabin D.N. 
A new method to find European option fair price with effects of hedging at discrete times is pro-
posed. We assume that an investor deals on efficient market. The method allows to define option 
price for wide enough class of asset’s price distribution functions not only for lognormal ones. As 
analysis shows, there are such market’s conditions that realize hedging strategy becomes impossi-
ble. This effect doesn’t conflict with Black-Scholes formalism because of the regions where realize 
hedging strategy becomes impossible degenerates to the empty set as hedging period tend to zero. 

 
 
 

 


