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Resumo ( No desenvolvimento de projetos de sistemas digitais envolvendo FPGA, necessita-se de eficientes algoritmos computacionais para a minimização das funções booleanas contendo um grande número de variáveis. Neste trabalho apresenta-se o algoritmo GeraPlex, que obtém todos os implicantes primos de uma função booleana através de sucessivas aplicações da operação de consenso aos ramos de uma árvore de decisão binária, onde cada caminho (nó até folha) representa um mintermo ou irrelevante da função. Da aplicação do consenso são definidas as operações de fusão, deslocamento e expansão, que diminui, mantém e aumenta, respectivamente, os caminhos da árvore. No final do processo os caminhos que permanecem na árvore representam os implicantes primos da função. Dezenas de funções foram minimizadas e os resultados obtidos comparados com o tradicional método tabular para a geração de implicantes primos. Em todos os casos o GeraPlex obteve os mesmos implicantes primos e apresentou desempenho superior em tempo e memória.
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Introdução

Na simplificação de funções booleanas de médio porte (tipicamente de 10 a 30 variáveis) o número de implicantes primos gerados pode crescer exponencialmente. Portanto a obtenção de todos os implicantes primos requer grande quantidade de memória e tempo de execução. Alguns autores trataram o problema de forma algébrica [1], [2],  enquanto outros utilizaram-se de tabelas e árvores de decisão binária [3], [4], [5] e [6].

Quine [6] e Tison [7] utilizaram-se do consenso iterativo para obter todos os implicantes primos de uma dada função booleana. Neste trabalho, apresenta-se o algoritmo denominado GeraPlex, que obtém todos os implicantes primos de uma função booleana através de sucessivas aplicações da operação de consenso aos ramos de uma árvore de decisão binária que representa a tabela verdade da função a ser minimizada. Nesta árvore cada caminho, que vai da raiz à folha, representa um mintermo ou irrelevante da função.

No algoritmo proposto da aplicação do consenso aos ramos da árvore são definidas três operações: fusão, expansão e deslocamento que diminui, aumenta e mantém o número de caminhos da árvore, respectivamente.

Resultados experimentais indicam que o método proposto é uma eficiente alternativa para a resolução do problema considerado, pois é de fácil implementação e muito adequado para representar circuitos lógicos combinacionais.

O Consenso de uma Função

O Consenso de f(x1, x2, ... , xi, ... , xn) com relação à variável xi é definida como Cxi(f) = fxi . fxi´ [9]. Dessa forma, pode-se afirmar que o consenso de uma função booleana com relação a uma variável representa o componente que é independente dessa variável. O consenso pode ser estendido para conjuntos de variáveis como uma aplicação iterativa da operação de consenso sobre as variáveis do conjunto. Por exemplo, o consenso entre os termos produtos A´.B´.D.E  e A.B´.C.D é o termo produto B´.C.D.E. Não existe o consenso entre os termos produtos A´.B´ e A.B.C, pois deve haver uma única variável que ocorre negada em um dos termos e não negada no outro.

Método do Consenso para Obter Implicantes Primos

O método do consenso iterativo [10] para a obtenção dos implicantes primos de uma função booleana consiste na aplicação das operações de eliminação e consenso, até que estas operações não sejam mais aplicáveis. Na operação de eliminação elimina-se quaisquer termos produto que cobre algum outro termo produto e na operação de consenso acrescenta-se como termos produto o consenso de dois termos produtos, se este não for coberto por nenhum outro termo produto contido na soma de produto.

Como exemplo da aplicação do método do consenso considere a função F1(A,B,C,D) = 
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.  Esta função F1(A.,B,C,D)  pode ser representada através da soma de produto como  A´.B.C´.D + A´.B.C.D + A.B´.C´.D´ + A.B´.C´.D  +  A.B.C´.D. O consenso entre A.B´.C´.D´ e A.B´.C´.D resulta no termo A.B´C´ que não é coberto por nenhum dos termos produtos, devendo então ser incluído na soma.  Com a inclusão do termo consenso tem-se uma nova expressão soma de produto, ou seja, F1(A.,B,C,D) = A´.B.C´.D + A´.B.C.D + A.B´.C´.D´ + A.B´.C´.D  +  A.B.C´.D + A.B´C´.  Pode-se notar que o termo A.B´C´ cobre os termos produtos A.B´.C´.D´ e A.B´.C´.D, podendo ambos serem eliminados. A nova expressão torna-se A´.B.C´.D + A´.B.C.D +  A.B.C´.D + A.B´C´. As operações de consenso e eliminação são empregadas tanto quanto possível. Com a aplicação sistemática tem-se F1(A.,B,C,D) = A.B´.C´ + A.C´.D + A´.B.D + B.C´.D, que representam os implicantes primos da função considerada. A Figura 1 apresenta no Mapa de Karnaugh os implicantes primos gerados.
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Figura. 1

Mapa  de  Karnaugh  apresentando os implicantes  primos  obtidos pela  aplicação  do consenso  interativo na  função  F1(A,B,C,D).

Algoritmo Proposto para a Geração dos Implicantes Primos

O algoritmo proposto denominado GeraPlex obtém todos os implicantes primos, de uma dada função booleana, utilizando-se da operação de consenso aplicada aos ramos de uma árvore de decisão binária que representa a função a ser minimizada.

Uma árvore de decisão binária é uma forma equivalente à Tabela Verdade utilizada para representar funções booleanas. Nesta estrutura os mintermos são representados pelos ramos da árvore. A Figura 2 apresenta a árvore de decisão para a função F2(A,B,C,D) = 
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Note que na Figura 2 a raiz da árvore (variável A) representa o bit mais significativo e que as folhas (variável D) representa o bit menos significativo. Um mintermo (linha da Tabela Verdade cuja função assume valor lógico 1) é representado por um caminho da árvore, que vai da raiz à folha. Dessa forma, o caminho 1001 representa o mintermo 9.

Esta forma para representar funções booleanas é bastante conveniente para implementações computacionais, pois um mesmo ramo da árvore pode ser utilizado por mais de um mintermo, o que significa menos utilização de memória.
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Figura. 2

Árvore  de  decisão binária  para  a  função  F2(A,B,C,D).

No algoritmo GeraPlex, a geração dos implicantes primos tem início analisando-se a possibilidade de se aplicar o consenso aos ramos da árvore pertencentes aos nós do nível mais distante da raiz. Após aplicar o consenso aos ramos dos nós de um nível, avança-se para o próximo nível, no sentido da raiz. Desse modo, quando analisa-se um nó, todas as sub - árvores abaixo desse nó já devem ter sido analisadas. Da aplicação do consenso aos ramos da árvore são definidas três operações:

· Fusão: A operação de fusão ocorre quando dois ramos de um nó geram um terceiro ramo. O ramo gerado cobre os outros dois ramos do nó. Neste caso os ramos cobertos são eliminados. Esta operação diminui a quantidade de caminhos da árvore;

· Deslocamento: A operação de deslocamento ocorre quando dois ramos de um nó geram um terceiro ramo, porém o ramo gerado cobre apenas um dos dois outros ramos. Neste caso, o ramo coberto é eliminado. Esta operação mantém a quantidade de caminhos da árvore;
· Expansão: A operação de expansão ocorre quando dois ramos de um nó geram um terceiro ramo, porém o ramo gerado não cobre nenhum dos outros dois ramos.
Descrição Resumida do Algoritmo GeraPlex

O algoritmo GeraPlex obtém os implicantes primos de uma função booleana, e além disso, determina os implicantes primos essenciais, com vistas à formulação do problema de cobertura como um problema de programação matemática. Os seguintes passos compõe o algoritmo:

· Montagem das árvores: Monta-se duas árvores com a mesma estrutura; uma contendo somente os mintermos da função (árvore dos mintermos) e a outra contendo os mintermos e os irrelevantes (árvore dos implicantes). A árvore dos mintermos é utilizada no final do algoritmo para se determinar quais dos implicantes primos gerados são essenciais. Na árvore de implicantes são gerados os implicantes primos da função através das operações de fusão, deslocamento e expansão. Na lista ligada, em estrutura de árvore, cada registro tem três apontadores rotulados por “zero”, “um” e “dc”;

· Geração dos implicantes primos: Os implicantes primos da função são gerados na árvore de implicantes através de sucessivas aplicações do Método do Consenso aos ramos da árvore. Para evitar a geração de implicantes não primos deve-se inicialmente aplicar, para cada nó no mesmo nível da árvore, o consenso a ramos que produzem a fusão para depois aplicar o consenso a ramos que produzem o deslocamento ou a expansão. Para cada nível analisado deve-se eliminar os implicantes não primos. Após analisar o nó da raiz, a árvore de implicantes só contém caminhos que representam os implicantes primos da função;

· Determinação dos implicantes primos essenciais: Esse passo consiste em determinar os caminhos que representam os implicantes primos essenciais da função que devem ser eliminados da formulação do problema de cobertura objetivando a sua simplificação. No final desse procedimento a árvore de implicantes contém somente implicantes primos que não são essenciais. Isto corresponde, no Mapa de Karnaugh, a um caso cíclico, podendo ser formulado como um problema de programação linear inteira 0 e 1. 

· Seleciona-se um mintermo (caminho) da árvore de mintermos;

· Verifica-se na árvore de implicantes quantos implicantes cobrem o mintermo selecionado;

· Se existir apenas um implicante que cobre o mintermo selecionado, este é considerado essencial sendo removido da árvore de implicantes. Elimina-se também, da árvore de mintermos, todos os mintermos cobertos pelo implicante eliminado da árvore de implicantes;

· Retorna-se ao início desse passo até que todos os mintermos tenham sido analisados. 

Como exemplo de aplicação do algoritmo GeraPlex considere a função F3(A,B,C) = 
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, cujo Mapa de Karnaugh está apresentado na Figura 3.
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Figura. 3

Mapa  de  Karnaugh  da função  F3(A,B,C).

A árvore inicial dos implicantes primos é mostrada na Figura 4. A geração dos implicantes primos inicia-se pela aplicação do consenso aos ramos dos nós do nível 0, ou seja, os mais distantes da raiz.  A árvore apresentada na Figura 5 é o resultado da aplicação do consenso aos caminhos 000 e 001 que resulta no caminho 00X. Note que essa operação corresponde à fusão, pois o caminho gerado cobre os outros dois.
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Figura. 4

Árvore de implicantes primos para a função  F3(A,B,C).
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Figura. 5

Árvore de implicantes primos após a aplicação do consenso aos nós do nível 0.

Após a aplicar o consenso aos ramos de um nível da árvore, avança-se para os nós do próximo nível no sentido da raiz. A árvore apresentada na Figura 6 é o resultado da aplicação do consenso aos ramos dos nós de nível 1. O consenso entre os caminhos 101 e 111 gera o caminho 1X1, que cobre ou outros dois caminhos. Observe que o consenso entre os caminhos 00X e 010 gera o caminho 0X0, que cobre somente o caminho 010. Esta operação é definida como deslocamento.
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Figura. 6

Árvore de implicantes primos após a aplicação do consenso aos nós do nível 1.

Para o nó de nível 2 (raiz), da árvore apresentada na Figura 6, o consenso aplicado aos caminhos 00X e 1X1 gera o caminho X01. O caminho gerado não cobre nenhum dos outros dois caminhos. Essa operação é chamada de expansão, pois aumenta o quantidade de caminhos na árvore, como pode ser observado na Figura 7.
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Figura. 7

Árvore  de implicantes primos após a aplicação do consenso ao nó do nível 2.

Observe que na árvore apresentada na Figura 7 não se pode mais aplicar o consenso. Todos os caminhos da árvore representam implicantes primos da função como mostra  o Mapa de Karnaugh apresentado na Figura 8.
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Figura. 8

Mapa  de  Karnaugh  com os implicantes primos gerados pelo Programa  GeraPlex  para a função F3.

Com os implicantes primos obtidos, o problema de cobertura de funções booleanas pode ser formulado como um problema de programação linear inteira 0 e 1. Para a função F3 tem-se a seguinte formulação do problema de cobertura:


Min F3 = 3.1X1 + 3.0X0 + 3.00X​ + 3.X01


s.a.


       0X0 + 00X  ( 1



       00X + X01 ( 1


       1X1 + X01 ( 1



       1X1, 0X0, 00X e X01 ( {0, 1}

Pode-se notar que o problema de cobertura passou a ser tratado como um problema de programação matemática, podendo-se, dessa forma, utilizar-se de todos os avanços dessa área de pesquisa.

Para as dezenas de casos estudados, o programa GeraPlex obteve os mesmos implicantes primos obtidos pelo método tabular de Quine-McCluskey. Foram também estudadas funções denominadas Tudo Um, isto é, funções contendo todos os mintermos possíveis. Trata-se de uma função sem uso prático, entretanto, consiste em um bom teste para avaliar o desempenho de algoritmos, pois exige grande quantidade de memória e consome muito tempo de computação.

No início do desenvolvimento desta pesquisa, pretendia-se comparar a eficiência do algoritmo desenvolvido com outros algoritmos implementados em pesquisas anteriores. Estas comparações foram realizadas, entretanto, foram logo desconsideradas, pois entendeu-se serem comparações desleais. Dois foram os motivos. Primeiro, as estruturas de dados utilizadas no programa GeraPlex são muito diferentes das estruturas empregadas no Quine-McCluskey e nos outros algoritmos, e com toda certeza essa foi a principal vantagem do GeraPlex sobre os outros algoritmos avaliados. Segundo, as linguagens de programação utilizadas foram diferentes, o que torna sem sentido qualquer tipo de comparação em termos de tempo de execução e uso de memória dos algoritmos.

O programa GeraPlex estará sendo comparado com um outro programa para a geração de implicantes primos que implementa o Método de Expansão de Shannon. Este outro programa, denominado Expander também utiliza-se de estrutura em diagrama de decisão binária e está programado na linguagem de programação C, da mesma forma que o GeraPlex.

Este é o motivo pelo qual não apresentou-se os dados comparativos entre o algoritmo implementado e alguns outros método clássicos. Entretanto, pode-se afirmar com muita segurança que a abordagem dada neste trabalho consiste em uma forma bastante eficiente para a geração de implicantes primos e formulação do problema de cobertura de funções booleanas como um problema de programação matemática.

Conclusão

Este trabalho apresentou uma alternativa eficiente para a geração de todos os implicantes primos de uma função booleana, a partir dos quais o problema de cobertura pode ser formulado como um problema de programação linear inteira 0 e 1.

Os implicantes primos da função foram gerados  aplicando-se a operação de consenso aos ramos de uma árvore de decisão binária cujos caminhos (raiz até folha) representam os mintermos e irrelevantes da função. Da aplicação do consenso aos ramos da árvore são definidas as operações de fusão, deslocamento e expansão, que diminui, mantém e aumenta, respectivamente, os caminhos da árvore. No final do processo os caminhos que permanecem na árvore representam os implicantes primos da função, que no Método de Quine-McCluskey (tradicional método tabular) corresponde a um Mapa Cíclico.

Dezenas de funções booleanas foram minimizadas e os resultados comparados com tradicionais métodos de geração de implicantes primos. Em todos os casos o GeraPlex obteve os mesmos implicantes primos e apresentou desempenho superior em tempo e memória.
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